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AConsideration　of　Sol耐ion　for　Riccati　Type
　　　　Matrix　Differential　Equation
Masaaki　AMANO
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　Synopsis
　　The　solution　of　r三ccati　type　matrix　differential　equation（we　call　provisionally　con．
・・nti・n・I　R　M・D・E）pl・y・av・・y　imp・・t・nt・・1・i・the　e・tim・ti・n・nd・・nt・・lth・・，y．
The　best　estimation　or　the　optlmal　control　law　depends　on　the　solution　of　R．　M．　D．　E．
　　The　relation　between　the　solution　for　conventional　R．　M．　D．　E　and　that　for　R．　M．
D．E　which　has　a　certain　compensatory　term（we　call　provisionally　unconventional　R．
M．D．　E）is　studied．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　As　a　result，　it　is　verified　that　the　range　of　eigenvalue　for　the　solution　of　unconven．
tional　R．　M．　D，　E　is　narrower　than　that　of　conventional　R　M．　D．　E．　Therefore，　the
convergency　of　the　solution　for　unconventional　R．　M．　D．　E　is　faster　than　that　of　con．
ventional　R．　M．　D．　E．
1．　まえがき
　最近KALMANフィルタの実際的応用が盛んに行われている（1）。この場合，周知のよ、うに，
考える状態システムは線形としているが・フィルタ（最良状態推定過程）を求めるのには，推
定誤差の分散行列に関する，いわゆるリカツチ形行列微分方程式を解かねぽならない。
　一方・あるあたえられた状態システムに対して・ある2次形式評価関数を最小とするような
最適制御法則を求めるのには・上述の推定の場合におけると同形のカツチ形行列微分方程式を
解かねぽならなくなる（2）。このような，線形システムにおけるフィルタ問題（状態推定問題）
や最適制御問題において・リカツチ形行列微分方程式が，しばしぽ重要な役割りを演じること
になる。
　さて，システム行列に対して，時間に関して不変な変動があたえられる場合には，上述のフ
ィルタ・制御問題に現われる通常のリカツチ形行列微分方程式に，補正項に相当する部分が入
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ってくることが容易に示される。
　そこで，本論文においては，リカツチ形行列微分方程式の通常のタイプに対する解と，上述
の意味におけるタイプに対する解とを，その収束性に関連して，どのような関係があるかを明
確にすること目的としたい。
2．　状態に一定変動をあたえた場合のリカッチ形行列微分方程式の解の性質
　2ユ　7イルタ問題と最適制御問題に現われるリカッチ形行列微分方程式
　よく知られているように，いま次のような線形連続ダイナミカルシステムを考える。
　　　th＝F（のx十G（のu（の…………・…………・・……・……・………・…・………・………・…（1）
・は時間tに関する1階微分を示し，¢は状態ベクトル，u（のは入力ベクトルであり，n次元
実ユークリッド空間をRπ等で表わすものとすれば，VERn，　U（t）εRm，　F（t）ERn×n，　G（t）ERnXm，
であり，F（の，　G（のは時間診に対して連続とする。さらに，（1）の一意的な解は存在するも
のとする。一方，（1）に対して観測z（のは
　　　Z（の＝H（のx十v（の…………・…・………・…・……・…・……・………・……・・…………・＜2）
であたえられて，Z（t）ER「，　H（t）ER’xn，さらに観測雑音v（t）は，　v（t）ER「，とする。（1），
（2）なるシステムは可観測，可制御とする。H（のは時間tについて連続とする。このとき，
観測Z（t）があたえられたとき，x（のに対する最良推定2（のは，次のようなフィルタ（KA
－LMAN－BUCYフィルタ）‘3）であたえられる。
　　　諺＝F（彦）諺十P（のH（t）　TR（の一1［Z（の一H（の諺］……・…・…・・…・……………・…………（3）
　　　th（to）＝tUo
ここで，U（t），　V（t）は互いに独立で，それぞれ平均値零の正規白色雑音であり，分散行列は
各々
　　　E［u（のu（τ）T］＝Q（のδ（t一τ）｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・・・…　…・一・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・…　一…　一・…　〈4）
　　　E［v（のv（τ）7］＝R（のδ（彦一τ）
であたえられる。Tは転置を示し，δ（t）はディラックのデルタ関数であり，　Q（の，　R（のは時
間彦について連続で，Q（t）dRmxm，　R（t）ER’x「で，それぞれ，正定かつ対称とする。またt。を
初期時刻とすれぽ，（1）のシステムにおいてその初期状態は
　　　x（to）＝Xo　・・・・…　一・・・…　一一一一・・・・・・…　一・・・・…一・・・・・・…　一・・一・・・・・…　一・・・・・・・・・…　■一・・・・・・・・・・・・・・…　（5）
であたえ，x。は平均値砺を持ち，　u（t），　v（のとは互いに独立な正規性ランダムベクトルと
する。
　さて，（1）に対して，次のようなダイナミカルシステムを考える。
　　　夕＝＝－F（t）Ty十H（t）Tθ（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　。・・・…　一…　一・・・・・・・…　一一一一・－ny・・・・・・・・・…　一・・…　一一・一一一一・・一・・・・・…　（6）
　　　ツ（ち）＝ツ1，　　ツ（t）ERn
このとき，（6）を拘束条件として
　　　」－1・（・・）N2p，＋1：1　｛ll・（・）il・G（t）Q（t）G（t）・・＋・II・（の㌦，、｝dt・……・・………………（・）
le－2
　　　　　　　　　　　リカッチ形行列微分方程式の解についての一考察
を最小とするような最適制御法則は
　　　θ（t）＝1～－1（t）H（t）P（彦）ツ（彦）　　・・・・・・・・・…　一・・…　一・・・・・・・・…　一・・一・・・・…　一・・一・・・…　一・…　一一・〈8）
であたえられるω。ただしく3），（8）のP（のの初期値は
　　　1）（to）＝Po・・・…　一■・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　〈9）
であり，厭彦）ll2川，全or（t）TA（t）y（彦）なる半ノルムを示す。またPe，　P（t）ERnである。
　ここで（3），（8）におけるP（のは次のリカツチ形行列微分方程式であたえられる。ただ
し，Pe，　P（のは対称かつ正定とする。また，　P。，　P（t）ERn×nである。
　　　P（t）＝F（のP（t）十P（t）F（t）T－P（t）H（t）「R－i（t）H（t）P（の
　　　　十G（のQ（彦）G（彦）7…・……………………・……・……・……・・………・………・・…・…・・（10）
ここで，フィルタ（3）の場合にはP（のは
　　　1）（の＝［（x（彦）－f（彦））（x（t）　－t（t）T）］…・……・…一…・………・………・…………（11）
であたえられる推定誤差の分散行列である。（8）におけるP（のは最適制御法則をあたえる
利得行列を示している。これらの結果は周知の事実である。また（3）の一意解が存在するこ
と，および（10）の解の存在性と一意性も知られている。
　さて，（1）のシステムに対して
　　　・・－F（・）・一一li－k・＋G（t）u（t）一（Fω一÷妬）・＋G（・）u（t）………………・・…・（・2）
なるシステムを考える。ただし実数k　et　k＞0とする。またlnは1。ER”なる単位行列を示す。
（・2）のシステ・行列F（t）一?iを改めてF（・）と考えれ・X・リカツチ形行　旺微分耀式
（10）は
　　　P（の一（F（の一÷殉P（の＋P（t）（F（t）一一去殉7
　　　　　　－1）（t）H（t）TR－1（t）　LI（t）P（の十G（t）Q（のG（t）T
　　　　　＝一々1）（t）十F（のP（の十P（t）F（t）T
　　　　　　－P（t）H（t）TR－1（t）H（t）P（t）十G（t）Q（t）G（t）T・・・・・・・・・・・・・…　一・・一・・・・・・・・・・・…　（13）
となる。しかし，（12）から（13）を機械的に導いたが，これはあくまでも同一の評価関数の
もとで許されることであり，適当な別の評価関数のもとでは，上述の手続きは意味を持たない
ことに注意する必要がある。（13）の右辺第一項は補正項に相当するものと考えられるが，（10）
の解と（13）の解との収束性に関連したある性質を求めようとするわけである。
　ただし，G（t）Q（のG（t）Tは一般に非負，すなわち
　　　G（t）Q（彦）G（t）T≧0・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　〈14）
とする。
2．2　リカッチ形行列微分方程式
　さて（10）および（13）の分散行列を区別するために（10）の分散行列P（t）をP（t）とかくこ
とにする。さらに（10），（13）の解を改めて，それぞれπ（t；R。，t。），π（t；P。，t。）とかくことにす
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る。よって
　　　元（彦；PO，　to）＝φ（t，　to）Poil（t，　to）T
　　　　＋∫1，φ（・・）［G（・）Q（・）G（・）・一・（・・P・，・t・）H（・）・R－・（・）H（・）・（t・・P・，t・）］
　　　　●φ（t，τ）Tdτ　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（15）
　　　it（t；　PO，　to）＝ψ（t，　to）PO9（t，　to）T
　　　　＋∫1，9（・・）［G（・）Q（・）G（・）・一・（t・・P・・t・）H（・）・R－1（・）H（・）・（t・・P…t・）］
　　　　・gc）（t，τ）Tdτ　・・・・・・・…　一・・一・・・・・・・・・・…　…・■■・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・…　ny－一・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・…　（16）
ここでφ（t，t。），　g（t，t。）はそれぞれ，次式であたえられる基本行列である。
　　　4響）－F（t）φ（t，・t・）一・・…………一・・……一………・………・…・……・……（・7）
　　　4ψ差ち）一（F（の一1妬）・（…t・）・………………・・………………・・………………・（・8）
　ここで，行列A（の（線形作用素）に対するノルム
　　　llA（t）il－・S・”響1L・・……………・…・…………・…・…・…………・……・・…………（・9）
を導入することにする。1［x］1はベクトルxのノルムであり，よく知られているように，（19）
で定められる行列のノルムはベクトルと両立するノルムである。しかるに（15）（16）より
　　　it（t；　PO，　to）≦φ（t，　to）1島φ（t，　to）T
　　　　＋∫：。φ（・・）G（・）Q（・）G（・）・φ（・・）・d・一一・・……………・…・………………（・・）
　　　π（t；P。，t。）≦ψ（t，・t。）P。9（t，‘。）T
　　　　＋∫1，9（・・）G（・）Q（・）G（・）…（・・）・d・…………・・…・……………・………・…一（・・）
をうる｛4）。
　システム行列F（t）はもともと安定なものを考えているから
　　　11F（t）ll≦K………・……………・一・一一…………・……・…・………・・………・……（22）
なる正の実数Kが存在する。よって，一般に
　　　e－K（t－to）≦三目φ（t，　to）11≦9eK（t－to）　・・・・・・・・・…　一…　。・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（23）
がなりたつ・5’・したが・て・sステム行列がF（t）－di－・・nの場合には・その・ルムを考え
ると
　　　llF（の一lk・・ll≦llF（・）II＋÷ゐくK＋÷々
となり，安定なることは自明であり，（23）より，ただちに
　　　e－（K・－li－k）・t－t・）≦llψ（t，、t。）il≦，（・・圭・）・t－・・）…・……………・一・……一・…一・一（24）
がいえる。そこで（23），（24）の左の不等号を用いて，（20），（21）にノルムをとることにする。
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（π（t；P。，t。），元（t；P。，t。）は，実対称正定行列であることを用いる）。まず（20）に対して
　　　11it（彦；P。，t。）11≦llφ（t，　to）llllp。llllφ（t，t。）llT
　　　　＋∫1，　ilφ（・・）IlllG（・）Q（・）G（・）・川φ（・・））・11dT
（23）の左の不等号を用いると
　　　開π（彦；P。，t。）llffge－2κ（t－to）llp。ll
　　　　＋Sl。　・’・K・〔・llG（・）Q（・）G（・）・ll・・
しかるにG（τ）Q（τ）G（τ）Tは安定なものを考えているから
　　　MG（τ）Q（τ）G（τ）TII＜M・・…・……………・・……………・・…・・…・……・…・・…・・一……（25）
なる正の実数Mが存在するから，いま，一般性を失わずにt。＝0とおくと
　　　il元（t；P。，　o）11
　　　　＜e“・…ll・P・・ll＋叢（・－e－・・り
　　　　く・一職【1瓦1【＋張く1階暴・・一…・…………・…………・……・・…・…………（26）
をうる。同様にして（24）の左の不等号を用いると（21）に対しは
　　　llπ（彦；P、，0）ll
　　　　　　　　　　　　　M　　　　＜e”（2K＋k，‘llp。ll＋　　　　　　　　　　　　（1－e－（2K＋k）t）　　　　　　　　　　　　2K十k
　　　　　　　　　M　　　　＜Ilp。li＋　　　　　　　…・……・………・・…・……………・…………・…一・…………・……・・（27）　　　　　　　　2K十k
したがって，ただちに
　　　・（t；　Pe，0）〈（Ilp・ll＋表）・n……・…………・…・…・………・……・・………………・・…（28）
　　　・（t；　P。，0）＜（ilp・1［＋，燕）・n・・…………・……・……・・…………・………・…・………（29）
をうる。
　また，t→。。においては（26），（27）の最初の不等号より
　　　1【・・（…P…）ll＜蛋…・…・・………………・…………………・………・…・……・…・…（3・）
　　　ll・（…P…）IK暴＋k・…・・…・……・一・…・…・・……………・…・…・・…・……・・・・…＜・・）・
よって
　　　・（…P…）〈藷………・・………・・………・・……………・…・…・・……………・1…（32）
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　　　　　　　　　M　π（。。；P。，0）〈　 　　 　　In……・…………・………・…・……・……・……・……・…………・（33）　　　　　　　　2K十k
さて，ユークリッド空間におけるベクトルX（ののノルム
　　　1［v（のil》勇。、（・）・…・……………一…………………ny……………一・・………・…（34）
　　　　　　　f＝1
から導かれる行列A（ののノルム
［IA（のil－》え＿（A・（・）A（の）………・……・…・………・……・…・…………・…・………・（35）
を導入する。ただしA＊（のは転置共役行列とする。
そうすると，実対称正定行列π（t；　P。，0），π（t；　P。，0）に対して，ノルムを
　　　Hπ（t；Po，0）ll＝2max（元（t；Po，0））一一・一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一（36）
　　　Hπ（t；Po，0）ll＝2max（π（t；Pe，0））・…　…・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一■…　■一・・…　一一・・・・・・・・・…　〈37）
と定めることになる。したがって（26）（27）あるいは（30），（31）から，それぞれ
0
0
0
0
あるいは・また・（28））・り・（ilp・1【＋一）・・一・・（t・・P…）・・（t・・P…）の固有値を大きいも
のから順に番号を
　　　2，（の≧22（の≧…≧λご（t）≧…λn（t）＞0
なるようにつけると（tを固定したものと考えて）
　　　・・（・（t・・P・・））＜HPoll＋羨……・………………………………・……・一………・…・（42）
　　　　　　（i＝1．2…　n）
（・i｛（1囲1＋暴）・n｝一（1【P・H＋暴），　・・（・・）一・を用・・る）
同様・・（llp・ll＋，）2｛　、7）・n－・（t・P…）・・（t・・P…）の固有値を大きいものか獅・番号をつけ
る。
　　　λ’、（の≧λ’，（の≧…≧え’，（彦）≧…≧λ’。（の＞0
そうすると
　　　Z・」（・（・・P…）5＜llp・ll＋2煮ん
　　　　（」＝1．2…π）
したがって，また
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10－6
＜2…（・・（・・P・・0））＜llp・ll＋暴・………・…・……・・…・……………・一………（38）
　　　　　　　　　　　　　M　 　 　 　 　 　 　 －・一・・・・・・・・・・…　一・・一・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・…　〈39）＜2max（π（t；Po，0））＜llPoll十　　　　　　　　　　　　2K十々
＜・…（・（…P…））＜姦……・……………・…・…………………・…・・………（・・）
　　　　　　　　　　　M　 　 　　　　　　 　…　一・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・。一一・（41）＜λm。。（π（。。；P。，0））〈
　　　　　　　　　　2K十k
　　　　　　　　　　　　M
　　　　　　　　　　　　2K
　　　　　　　　　　　リカッチ形行列微分方程式の解についての一考察
　　　・i（・（…P…））〈表・……・一・………・一・…・…………・…・・…………・……・…・（43）
　　　　（i＝1．2…n）
　　　…（・（…P…））〈、煮、・…・……・…………・・……………一・……一一…・・…・（44）
　　　　（ブ＝1．2・。・n）
ここで
　　　ΩS－｛・（釧・＜・（のく1［P・ll＋表｝…………………・………・……・…………一…・（45）
　　　Ω律（の1・〈R・（のく11p・ll・，｝砦、｝…………………………・…・・…………・・…・（46）
なる，固有値R（の，λ’（t）に対する集合Ω1，Ω1，を定めれぽ
　　　ΩSノ⊂ΩS・・………・……・……・…・………・………・…・……・…・…・…………・…・・……（47）
なる関係があたえられる。同様にt→・。のときに
　　　Ω罪一｛a（・・）1・〈・（・・）〈表｝……………一…・……一…・一・・………・………・・（48）
　　　Ω罪一｛・t（・・）1・＜・・（・・）＜、農｝・…・……………・…………………………………（49）
なる集合を定めれば
　　　Ω罪⊂Ω望…・……………・・………・…………………………・・……………・…・…一（50）
がいえる。
　以上のことを整理すると，次の定理をうる。
定　理
　安定な一意解を持っリカツチ形行列微分方程式（10），（13）の解をπ（t；　P。，t。），π（t；　P。，t。），そ
れぞれの固有値をλ（の，λ’（のとすれば，（45），（46）で定められる集合Ω1，Ω1，にっいて，初
期時刻t。を除いたすべてのtについて
　　　Ω1，⊂Ω1
がなりたっ。
　上の定理より，t→。。にっいては次の系がなりたっ。
　系（48），（49）で定められる集合Ω實゜，Ω罪について
　　　Ω罪⊂Ω望
がなりたっ。
　以上のことから，初期時刻t。を除いたすべての時亥11tについて，π（ち瑞，t。）の固有値の範囲
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が，π（t；P。，t。）の固有値の範囲よりもせまいことが示されていて，このことはπ（t；P。，t。）の
方がπ（t；　Pe，彦。）よりも収束性が速いといえることになる。
3．あとがき
　このように，リカツチ形行列微分方程式（10），（13）の解の収束性にっいての一性質が，上述
の定理，および系によって示された。これらの結果を用いると，推定，制御等に関して，興味
ある性質が導かれることが予想される。これについては，また別の機会に報告したい。なお，
制御問題では，P。，P（のは一般に非負とするが，この場合も，同様な結果がえられることを付
記する。
?
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